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VORWORT 
Bei der Berechnung der Zerlegungszahlen der Gruppen PSL(2,2f) zur 
Primzahl 2 (bzw. PSL(2, pf} zur Primzahl p, p # 2) bin ich auf Form& 
gestofien, die eine gewisse Ahnlichkeit mit MBbiusschen Umkehrformeln 
haben. Sie lauten folgendermafien: 
Dabei ist I eine Teilmenge der Menge F = {l,...,f), I’ das Komplement 
von I in F, % eine Abbildung, die jeder Teimlenge I von F eine endliche 
Menge von natiirlichen Zahlen zuordnet und 3 eine Abbildung, die jeder 
natiirlichen Zahl eine Menge von Teilmengen von F zuordnet. 
1st VI der nati.irliche Modul der Gruppe SL(2,2f) = PSL(2,29 der 
Dimension 2 bzgl. der Darstellung der Elemente von SL(2,2f) als 2 x 2- 
Matrizen i.iber GF(2’) und sind V, ,.,., V, die dazu algebraisch konjugierten 
Moduln, so sind Vi, @ ..a @ Vi, mit 1 < iI < iz < .I. < i, <cf gerade 
die samtlichen irreduziblen Moduln von SL(2,29 iiber einem 
geeigneten KGrper der Charakteristik 2. Setzen wir {iI ,..., i,} = I und 
Vi, @ a.* 0 Vi, = VI so sei PI der Brauercharakter von V1 . 
1st (U) = U. die zyklische Untergruppe von SL(2,2f) der Ordnung 
(2f - 1) so gilt pIlu = C qj mit (7) = @ und PI(U) = C p wobei 6 eine 
primitive (2f - l)-te Einheitswurzel ist. Das ist im Prinzip die Formel (l), 
die wir hier formal als Definition von PI betrachten wollen. Hat man die 
Formel (2) bewiesen, so kann man damit die Zerlegungszahlen der 
Gruppen PSL(2, 29 leicht herleiten. 
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ie Umkehrformel wird hier mit ganz elementaren echnungen 
hergeleitet. Sie EiBt sich mijglicherweise mit kombinatorischen ~itt~in 
einfacher und eleganter beweisen. 
wobei [ eine primitive (2f -- I)-te Einheitswurzel sei. Fiir I = m setzen 
wir p+ = 1. Mit y$ = e + l-j erhalten wir die Formel 
Was wir beweisen wollen ist eine Umkehrformel der Gestalt 
mit I’ = Komplement von I in F und X?(,j) = {I \ .I E 3, j E 5!1 (I) oder 
21 -- I -- ,j E 2x (I)]. 
Wir benutzen dabei die beiden folgenden 
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Seio.B.d.A.1~1~a~1(2)~1~.J.Sei2~k0=min{k~k~I~J}. 
Fall 1. k,eI, k,$ J. 
D,(b) = 0 (2”9, 
D,(b) = &2+l (29. Wid. 
Fall 2. k, E I’ IT J’. 
ko-1 
Dl(a) = C a,2+l + 
7.!=1 
,c$ a72ik-1; 
0 
-m 
=X 
ko-1 
DJ(a) = c b,2’“-l + i b,2jk-l; 
k=l k==k,, 
=Y 
D&z> = D&> (2”9 
* X-Y (2”9 
* x-y-o (2”@) 
x - y = c 2+,p1 = c 42”. 
l<k&,-1 l<k&-1 
a,‘=-bK aJc=-b, 
Es folgt ah = b, fiir alle k < k, - 1. Insbesondere gilt x = y. 
&(a) - x = 2 ak2ik-1; 
7<=k, 
DJ(a) - x = i b,c2’7c-1; 
k==k, 
k=l 
mit mk 3 k, , fiir alle k. 
Also gilt: 
(a - x)/(2”4) E X(f) n a(J) 
b/(2”@-I) E ‘ill@‘) n %(j’). 
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(/!I) Sei j - 2f-1 < 0. 
[‘~~f~;=2~11111,/+1=2.2f-1~1-.j+l~2f-l-j_~ 
Also / %Vfj 1 = (2f - 1 -j)/2. 
Fall 2. j = O(2). 
(a) Sei j - 2f-1 > 0 
* / %nfj j = 0. 
2f -j , gyy / = , ‘2.yJJfj / = j gpy- / = l2-l - ‘; - 2f-1) = 2, 
(p) Sei j - 2f-1 < 0. 
[1~,~+2.:~;~,~+& 
l 29xj , = , mp , = zf-l - (if-’ -A _ ;. 
Also j ?XR+ 1 = (2f -j)/2. 
(b) Folgt direkt aus (a). 
4. Beweis van Formel (II). 
=1+x y-c%+ c v&c 
Q#I kE?l(I) d#I kce%Ll(If 
j&U’) zf-l-jEWI’) 
= 1 + o; yk + & yk 
k+j(B) k=j(Z) 
k<2f--1-j kQ’ 
= 1 + c ((” + t-9 + c (tk -t <-“) 
O#k O#k 
k +-j(Z) kTc-j(Z) 
k@f-1-j k$j 
=(1+~t~2t...t~2f-Z)+(~+~--j) 
Q.E.D. 
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S. ~e~e~~~~~~ Setze fiir C# # I, ,klI = Cisiu~l) (@ + t-j) wobei 4 eke 
primitive (2 + 1)-k Einheitswurzel sei. Mit Fj :-= e -I- t-j folgt wider 
C&au wie uben folgt die Formel 
,wobei E eine primitive ?Jpf --- I)-te ~in~~it~wnrz~~ sei. Setze xi -== e ftir 
1 -<j < $(pf -- 3), x0 = if0 = *. &inn gilt 
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7. HILFSSATZ. Seien 1, J E 5. Gilt 
Z(I) n Z(J) # o und Q(I) n fin(J) f m 
so folgt I = J. 
Beweis. Sei a E Z(I) n Z(J), b E D(Z) n L?(J). 
D,(2a) = ;f: Ej(P - 1 - qp+’ mit I = (il ,..., if), 
j=l 
DJ(24 = 2 Ej’(P - 1 - 2-j’) pi-1 mit J = (iI’,..., if’), 
j=l 
&(2b) = i Sj(ij - 2dj)pj-l, 
j=l 
x1,(2@ = 5 S,‘(& - 2d,‘)pj-l. 
j=l 
Dabei sei cj = 4’ wenn ij = p - 1 oder ij’ = p - 1 und 6, = Sj’ wenn 
ij - 2dj = 0 oder ij’ - 2dj’ = 0. 
Wir beweisen die Aussage mit Induktion nachf, Sei f = 1: 
2a = .zl(p - 1 - il) = ~‘(p - 1 - il’) 
* (p - 1 - i,) = (p - 1 - iI’) 
=3 il = il’. 
Seif > 1: 
Fall 1. El = El’. 
D,-(2a) = D,(2u)(p) 
a (p - 1 - il) = (p - 1 - iI’) 
=z- il = iI’. 
Ang. 6, # 8,‘. Wegen 1+(2b) = DJ(2b)(p) folgt (il - 2dI) = 
p - (il - 2d,‘) 
Also Sl = 6,‘. 
=> (il - 2d,) + (il - 2d,‘) = p 
3 24 - (4 + 4’)) = P. Wid. 
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2a -.- fl(P -- I -- iJ f-l 
-- II- - 
P 
FL Ej& p - 1 --- i,+l) yj-' 
Mit lnduktion folgt (i,, ) . . . . if} = (ii,..*, ij). Also I = J. 
Fall 2. El = -Ep’. 
D,(Zn) =- D&k7j(p) 
I$. (p - 1 -- jl) zzz p --- (p - 1 --.. k,‘) 
=?P i, + i,’ + 2 = p. 
(aj 8, = 8,‘. 
Wid. 
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8. HILFSSATZ. (a) Fiir id Z gilt 
~jlj~~(~),i~~(~),~~5~=~jlj~Z,l~l+Ij/ <Hpf-ll)l. 
(b) Fiir i E $Z - Z gilt 
(jIjE~n(l>,iE~:(I),IE5) 
=~jIj~~Z-z,lil+l.jl <%pf-I)). 
Beweis. Wir definieren folgende Mengen 
%RJz: =(jIjEa(l),iE~(~),IE5) 
ftir iE [-+(pf - I), +(pf - I)] f3 $Z. 
%i=~jlj~Z,/~l+ljI <w--1)) 
ftir i E [-&(pf - I), f(pf - I)] n Z. 
m,i=(j]jE~Z-Z,IiJ+Iji <4($-l)) 
fur iE [-*(pf - l), $(pf - l)] n ($Z - Z). 
Ftir alle i E [-&(pf - l), &(pf - l)] n +Z gilt !IJtfi $ !Jtfi und / ‘!RTi j = 
pf - 2 j i I. Wir werden zeigen, da13 1 !IX# 1 = j 9&i j gilt. Wir beweisen 
die Aussage mit Induktion nach J Sei f = 1: 
(4 is [-(P - 1)/T (P - 1)Pln Z. 
Da ix durch die Gleichung i = &,(p - 1 - ix) eindeutig bestimmt ist, 
gibt es genau ein 1 mit i E Z(I). 
I .w>l = l(j lj = @,GI - 24, 6, = ztl, 24 < il)l 
=i,+l=p-l-22~~i+l=p-2/i/. 
(p) in [-(p - 1)/2, (p - 1)/2] n *Z - Z. 
Wieder ist il eindeutig durch i = &(p - 1 - il) bestimmt. Es gibt 
also genau ein I mit i E Z(1). 
I Q(I)1 = l(j lj = +&(iI - 24), 8, EIl, --1),24 < &)I 
=iI+l =p-l-22~,i+l =p-22EIi=p-2/i]. 
Damit ist die Behauptung ftir f = 1 bewiesen. Sei f > 1: 
Sei iE [-+(pf - I), +(pf - l)] n $Z. 
Sei k. minimal bzgl. i-*(p-l -k)pf-l30, dh i- . . 
$(p - 1 - k)pf-l < 0 fiir alle k < k. . Setze: 
Es foigt 
7GQbi = 63 fiir alle k :2 k, . 
wegen 9.q” = 9x;’ und ma, 
We man sich leisht Uberlegt gilt 
1 ky&i j r= j yJpw;w 43) D-1-i 1 (k $. 1). 
Sei nun k i k,, - I d.h. k + I < k, ~ 
a i < &(p - 1 - (k + I))J+~ 
G- i < $(p - 1 - (k + 1)) pf-1 + ;: = +( p - I - k) pf-1 - g pf-1 - 1) 
> J(p - 1 - k)p’-1 - i > J~(pf-' - 1) 
* 1 sjJp~2;(P-)Pf-~--i j = 0 
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Dann folgt: 
Wegen 0 = pf-l - 2 * (J&-l) ist jedoch such bei dem Term 
1 ~~~~)(~-l--(ko-l))pf-‘-i 1 die Induktionsformel giiltig. 
Wir erhalten demnach: 
1 Yxj / = 1 “O!mf~ j + j “a-liJ.Qfi / 
= j gp&~/2b(P-l-?c&J-~ I . 0% + 1) 
+ j  IUZ:1_1,2'.(9--l-(7ru-l))pf-l-i 
I -k, 
= (f-l - 2i + (p - 1 - kO)pfdl) . (k, + 1) 
+ (pf-1 - (p - 1 - (k() - I))pf-1 + 24 ’ k, 
= (pf - 2i - k&l * (k,l + 1) 
+ (-pf + 2pf-1 + k,,pf-l - pf-l + 29 * k,, 
= pf - 2i. 
Damit ist 1 %R+ j = j ‘%: j bewiesen, woraus dann %X/ = ‘!Rfi folgt. 
Q.E.D. 
9. Beweis von Formel (IV). Fiir ,j = 0 ist die Formel klar. Sei also 
j > 1. 
= c 5” + c 5” 
ik,<,l,2LlW I&j 
= 1 + 5 + 5-l 4 E” + E-” t . . . + pl2,cvf-lb~ + ~-(u/zHv'-l,-~, 
+ 1 + 4 + f-' + -.. + P + t-j 
= (1 + ( + (2 + . . . + p2w39 
+ (1 + ( + (2 + . . . + pmf-31) + f j  + 5-j 
= x.i + x4 = yj . 
Q.&D. 
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